Opérades différentielles graduées sur les simplexes 
et les permutoèdres 

Frédéric Chapoton 

Abstract 

We define several difîerential graded operads, some of them being re- 
lated to familles of polytopes : slmpllces and permutohedra. We also 
obtain a présentation by generators and relations of the operad K on 
assoclahedra Introduced In a préviens article. 



Introduction 

Les algèbres associatives commutatives, les algèbres associatives et les algèbres 
de Lie font partie du paysage mathématique depuis longtemps. 

Plus récemment sont apparues les algèbres de Leibniz, les digèbres, les 
algèbres dendriformes et les algèbres zinbiel, toutes introduites par Loday avec 
des motivations en K-théorie, voir ||, |^. 

Ces types d'algèbres s'organisent en un diagramme d'opérades, qui se compl- 
ète par les algèbres permutatives et les algèbres pré-Lie 0, voir ^ |[ . 

Par ailleurs, la relation entre l'opérade des algèbres dendriformes et les som- 
mets des polytopes de Stashefï mène à la définition d'une opérade différentielle 
graduée K sur toutes les faces des polytopes de StashefF |^ . La place que prend 
cette opérade parmi les précédentes incite à compléter encore le diagramme, ce 
que nous faisons ici. 

On va définir les seconde et quatrième lignes du diagramme commutatif 
suivant, où les flèches marquées q.i. sont des quasi-isomorphismes. 



Zin ■ 



n 

q.i. 

Com ■ 

q.i. 



Dend ■ 



K 



As- 



q.l. 



Perm Dias ■ 



PreLie 



A 



Lie 



q.l. 



Pasc Trias ^ Il 



■ Leib 



(1) 



^ aussi connues sous le nom d'algèbres symétriques à gauche 
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La symétrie centrale de ce diagramme correspond à la dualité de Koszul des 
opérades quadratiques binaires. 

L'opérade K a été définie dans la première partie de Q ; elle est en relation 
avec les associaèdres. Ici, on commence par définir deux opérades H (faisant 
intervenir les permutoèdres) et Pasc (liée aux simplexes). On donne ensuite 
une présentation par générateurs et relations de ces opérades, qui montre en 
particulier que ces trois opérades sont quadratiques binaires. Les résultats de 
Markl ||ï^ sur les lois distributives permettent de démontrer que H est de Koszul. 

On donne ensuite une présentation des opérades II, A et Trias, duales quadra- 
tiques des précédentes au sens de Ginzburg et Kapranov Q. L'opérade Trias 
provient d'une opérade non-symétrique Trias'. On démontre que Trias' est iso- 
morphe à l'opérade Pasc vue comme opérade non-symétrique. 

Durant la préparation de cet article, j'ai reçu une note de Loday et Ronco 
annonçant des résultats similaires pour des variantes non-graduées des opérades 
K et Trias. 



1 Opérade II 

On se place dans toute la suite de l'article dans la catégorie monoïdale symétrique 
des complexes de Z-modules. 

On définit une opérade différentielle graduée H. Les complexes sous-jacents 
sont les complexes de cochaînes cellulaires des permutoèdres. 

1.1 Complexes sous-jacents 

Soit / un ensemble fini. On note n(/) le Z-module libre engendré par les ex- 
pressions de la forme tvi ® 1:2 ® ' ' ' ® TTp, 011 tTj — ij^i A • • ■ A ij^p^ avec ij^^ e I 
et 011 chaque élément de / apparaît dans un certain TTj et un seul, modulo les 
relations d'antisymétrie des produits extérieurs. Ces expressions correspondent 
à des partitions ordonnées de /, en bijection avec les faces du permutoèdre 
correspondant à /. 

Si TTj — ij^i A ■ ■ ■ A ij,pj, on appelle dimension de ttj, noté dim(7rj), l'entier 
Pj — 1. On munit 11(7) de la graduation par la dimension en posant, si tt = 

TTl ® 712 (g) • • • ® TTp, 

P 

dim(7r) = ^^dim(7rj), 
i=i 

et d'une différentielle d de dimension définie par la formule suivante : 

d(7r) = ^(-l)d"n(-i) + -+dim(.,)^^ ^ . . . ^ ^ ^^.^^ ^ . . . ^ (2) 

On vérifie sans difficulté que d est de carré nul. 

1.2 Composition de l'opérade 

Soient I et J deux ensembles finis et z e /. Soient tt = 7ri(8)7r2(8)- ■ -(gjTrp G 11(7) et 
H = jj-i® ^i2® ■ ■ ■ ® pi-q & n(J). On va définir la composition tto, jj,^ appartenant 
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à n(/ \ {i} U J). Soit £ l'unique indice tel que i apparaît dans tt^. Quitte à 
changer de signe, on peut supposer que tt^ = tt^ A i, avec la convention que, si 
we = i, alors i^^lw = v pour tout v. 
On pose alors 

71" Oj /X = ^ £(c7)7ri (g) • • • (g) -Ki-X (g TT^ A /il (g Cr(7r£+1 (g • • • (g TTp , /U2 (g • • • (g A*g), 

(T 

(3) 

où (7 décrit les battages de tt^+i , . . . , TTp avec /i2 , • • ■ , fiq, (t{- ■ ■) est le produit 
tensoriel de tt^+i , . . . , TTp , /i2 , • • • , m? dans l'ordre spécifié par cr et e(cr) désigne 
le signe obtenu par la règle de Koszul (en utilisant la volte graduée par la 
dimension) pour passer de tt^+i (g • • • (g tt^ (g /Ui (g • • • (g /i, à /ii (g cr(7r^+i (g • • • (g 

TTp , (g • • • (g Hq). 

Proposition 1 H est une opérade différentielle graduée. 

Preuve : L'élément 1 de n({l}) est une unité. La preuve que la composition 
est un morphisme de complexes est un calcul long mais sans difficulté, de même 
que celle de l'associativité. L'équivariance, i.e la fonctorialité de la définition 
sur le groupoïde des ensembles finis, est immédiate. □ 



1.3 Présentation pcir générateurs et relations 
Proposition 2 L'opérade H est engendrée par n({l,2}). 

Preuve : On montre d'abord par récurrence que 1 A 2 A • • • A n s'obtient par 
composition itérée de 1 A 2 en utilisant la relation 

(1 A 2 A • • • A n - 1 A *) (n A n + 1) = (1 A 2 A • • • A n + 1). (4) 

On montre de même que 1 (g 2 (g • • • (g n s'obtient par composition itérée de 1 (g 2 
en utilisant la relation 

(1 (g 2 (g • • • (g n - 1 (g ★) (n (g n + 1) = (1 (g 2 (g • • • (g n + 1). (5) 

En effectuant successivement la composition d'un élément de la forme ii A ■«2 A 
■ ■ ■ Aip dans chaque terme d'un élément de la forme 1 (g 2 (g • • • (g g, on obtient 
le résultat voulu. □ 

On a dans II les relations suivantes : 

(1 (g 2) oi (1 (g 2) = (1 (g 2) 02 (1 (g 2) + (1 (g 2) 02 (2 (g 1), (6) 
(1 A 2) 02 (1 (g 2) = (1 (g 2) oi (1 A 2) = r(l A 2) oi (2 1), (7) 
(2Al)oi (1A2) = (lA2)o2 (1A2), (8) 

oii T est le cycle 3 — > 2 ^ 1 ^ 3 agissant dans n({l, 2, 3}). 

Proposition 3 L'opérade II est isomorphe au quotient de l'opérade libre sur 
n({l,2}) par l'idéal engendré par les relations ci-dessus. En particulier H est 
une opérade quadratique binaire. 
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Preuve : Soit T l'opérade libre sur n({l,2}), Rel les relations ci-dessus et 
Quot l'opérade quotient de T par l'idéal engendré par Rel. On a un morphisme 
d'opérades de Quot H, surjectif par la proposition ^. 

On remarque que la relation ^ est celle de l'opérade Zin et que la relation 
(||) est celle de la suspension de l'opérade Com. Par ailleurs, on vérifie que la 
relation (Q) définit une loi distributive au sens de Markl reliant l'opérade 
Zin et la suspension de Com. Comme les Z-modules sous-jacents à Zin et Com 
sont libres, les Z-modules sous-jacents à Quot sont également libres. 

Pour montrer que la projection Quot Il est un isomorphisme, il suffit de 
montrer l'égalité des rangs des Z-modules libres sous-jacents. On rappelle la 
définition de la série génératrice d'une opérade différentielle graduée V : 



gp(x,i) = ^^dim7'^n)(-i)^-''" 

n>l A; 



Par une propriété des lois distributives, la série génératrice de Quot s'obtient 
par composition de celles de Zin et de la suspension de Com. On vérifie qu'elle 
coïncide avec celle de H, voir le tableau récapitulatif à la fin de l'article. □ 

La différentielle de H est donc uniquement déterminée par le respect de la 
structure d'opérade et les conditions suivantes : 

d(l(g)2) = 1 A2, (9) 
d(lA2) = 0. (10) 

On en déduit la description suivante des Il-algèbres. 

Définition 1 Une Tl-algèbre est la donnée d'un complexe de cochaînes V et 
d'applications ^ : V (}^V V et x : V <S)V V[—l] telles que pour tous x, y, z 
dans V , 

{x < y) < z = X < {y < z) + {-l^x < {z < y), (11) 

XX {y z) = {xxy) z^ (-l)^^+^(a; -< z) x y, (12) 

xxy = {-ify+^+y+^y X x, (13) 

{x X y) X z = X X {y X z) (14) 

et 

(dx ^y) + i-lfix -< dy) ~ d{x <y) = {-lYx x y, (15) 

[dx xy) + {-l)^+\x X dy) - d{x x y) = 0. (16) 

Remarque 1 On utilise ici et plus loin l'abus de notation qui consiste, dans 
les exposants de (—1), à écrire x,y,z pour dim(a;), dim(2/), dim(2;). 



Proposition 4 L'opérade II est de Koszul. 

Preuve : Soit H' l'opérade obtenue en munissant II de la différentielle 
nulle. Les opérades Com et Zin sont de Koszul et H' est décrite par une loi 



distributive, donc H' est de Koszul par le théorème 4.5 de |10 . Par ailleurs, la 
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koszulité d'une opcradc différentielle dont les complexes sous-jacents sont bornes 
est une conséquence, par un argument de suite spectrale, de la koszulité de la 
même opérade avec la différentielle nulle. Ceci entraîne que H est de Koszul. □ 

On observe, par ailleurs, que le quotient de H par l'idéal différentiel formé 
des cléments de dimension non nulle est une opérade (de différentielle nulle) 
isomorphe à Topérade Zin des algèbres zinbiel. 

D'autre part, on a un morphisme de Com muni de la différentielle nulle 

dans n. C'est un quasi-isomorphisme car les complexes sous-jacents sont les 
complexes cellulaires des permutoèdres, de sorte que l'homologie est en degré 
avec action triviale des groupes symétriques. 

2 Opérade Pasc 

On définit une opérade différentielle graduée Pasc. Les complexes sous-jacents 
sont les complexes de chaînes des simplexes. 

2.1 Complexes sous-jacents 

Si / est un ensemble fini non vide, on note il le Z-module libre de base {e\ 
Soit Ex(7) l'algèbre extérieure avec unité sur Z^, munie de la graduation stan- 
dard. 

Soit z e /, on note la dérivation (à gauche) de degré —1 de Ex(/) définie 
sur les générateurs par 

0f(e}) = %. 

On munit Ex(/) de la différentielle d de degré —1 définie par la formule 

On définit Pasc(/) comme le complexe quotient de Ex(7) par l'unité de 
Ex(7), muni d'une graduation décalée nommée dimension : si P est une partie 
de non vide de /, on pose 

dim (± Ai6P ef ) = Card(P) - 1. 

On note encore 9j l'application obtenue par passage au quotient. Elle vérifie 

9',{x Ay) = eUx) A y + (-l)i+d-(-)x A 0l{y), (17) 

pour X, y homogènes de dimensions non nulles dans Pasc(/). 

2.2 Composition 

Soient /, J deux ensembles finis, P <Z I et Q <Z J des parties non vides et 
i G I. On choisit une énumération arbitraire de P et Q : P = {ii, . . . ,ip} et 

Q = {3l,■■■,3q}■ 
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Soient x = A • • • A ej et y = e'- A • • • A ef . On définit la composition 
X Oj y, appartenant à Pasc(/ \ {i} U J), par 

\-l)dim{x)gIUj(^^^y^^ si i G P, 

X °iy = \ X si i ^ P et dimy = 0, (18) 
si i ^ P et àimy > 0. 

Remarque 2 Dans cette définition, les mêmes produits extérieurs sont im- 
plicitement considérés dans des algèbres extérieures différentes, via les iden- 
tifications canoniques. 

Proposition 5 Pasc est une opérade différentielle graduée. 

Preuve : L'élément e\^^ de Pasc({l}) est clairement une unité. La 
preuve que la composition est un morphisme de complexes passe par une étude 
des différents cas possibles. De môme, on montre l'associativité et l'équivariance 
de la composition en distinguant les différentes situations. □ 

2.3 Présentation par générateurs et relations 

Proposition 6 L'opérade Pasc est engendrée par Pasc({l,2}). 

Preuve : On montre d'abord par récurrence que, pour tout ensemble / et 
tout i e /, on peut obtenir ef . On utilise la relation 

i\{j,k}u{*} {j,k} _ I 

pour i, j, k £ I deux à deux distincts. 

On montre de même que, pour tout ensemble /, on peut obtenir Ajg/ef . On 
utilise la formule 

pour i.j, k e / doux à deux distincts. 

Enfin, on déduit le résultat voulu des deux points précédents en utilisant la 
relation 



pour P une partie non vide de /. □ 
On a dans Pasc les relations suivantes : 

Cl oi ei = 62 oi Cl, (19) 

62 Oi 61 = 62 Oi 62, (20) 

ei Oi 62 = Te2 Oi 62, (21) 

62 01 (ei A 62) = 0, (22) 

r(ei A 62) oi 62 = Ri oi (ei A 62), (23) 

-T^(ei A 62) oi ei = ei oi (ei A 62), (24) 

(ei A 62) oi (ei A 62) = T(ei A 62) oi (ei A 62), (25) 

011 T est le cycle 3 ^ 2 ^ 1 ^ 3. 
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Proposition 7 L'opérade Pasc est isomorphe au quotient de l'opérade libre sur 
Pasc({l, 2}) par l'idéal engendré par les relations ci-dessus. En particulier Pasc 
est une opérade quadratique binaire. 

Preuve : Soit T l'opérade libre sur Pasc({l, 2}), Rel les relations ci-dessus et 
Quot l'opérade quotient de T par l'idéal engendré par Rel. Par la proposition ^ 
on a un morphisme surjectif d'opérades (f) de Quot — > Pasc. La démonstration 
consiste à construire un inverse -0 par récurrence. On peut négliger les questions 
de signes et donc raisonner sur des parties plutôt que sur des produits extérieurs. 
On dit que la composition P o^Q est interne si z S P et externe sinon. 

Supposons donc un inverse ip construit jusqu'au rang n — 1. Soit / un 
ensemble à n > 3 éléments et P une partie non vide de /. On distingue deux cas : 
ou bien P contient au moins deux éléments, ou bien son complémentaire contient 
au moins deux éléments. Dans le premier cas, on peut écrire P comme composé 
interne de la partie p = {1,2} de {1,2} dans une partie P' d'un ensemble de 
cardinal n—l. Dans le second cas, on peut écrire P comme composé externe de 
la partie p — {1} de {1,2} dans une partie P' d'un ensemble de cardinal n—l. 
Dans les deux cas, on pose alors ip{P) — ipiP') o tp{p)- On a (j>ip — là car (p est 
un morphisme d'opérades. 

Pour montrer que ip ne dépend pas des choix faits, on fixe deux choix 
différents et on distingue deux cas. Si les deux choix sont disjoints, au sens on les 
paires d'éléments choisis sont sans intersection, on utilise l'axiome d'associativité 
des opérades. Si les deux choix ont un élément en commun, on utilise les rela- 
tions dïl), @, © ou (§1). 

Les autres relations de Pasc servent à choisir des représentants particuliers 
des éléments de Quot dans JF. Plus précisément, on élimine les compositions 



du type du coté gauche des relations (^2|), ( psD et (24). Ces représentants 
peuvent s'écrire comme composition de telle façon que leur image par soit une 
composition du type de celles utilisées pour définir ip. 

Ceci permet de démontrer, en utilisant le fait que ip ne dépend pas des 
choix, que ipcj) = Id, donc ■0 est un inverse de pour les parties des ensembles 
à n éléments, ce qui termine la récurrence. □ 

La différentielle de Pasc est donc uniquement déterminée par le respect de 
la structure d'opérade et les conditions suivantes : 

d{ei A 62) = ei - 62, (26) 
d(ei) = 0. (27) 

On en déduit la description suivante des Pasc-algèbres. 

Définition 2 Une algèbre pascale est la donnée d'un complexe de chaînes V , 
d'applications -\:V®V^V et x : V '^V ^ V[—l] telles que, pour tous x, y, z 
dans V , 

x H (y H z) = {-l)y'x -^(z^y)^{x^y)^z, (28) 

{x X y) -\ z = X X {y -\ z), (29) 

{x^y)xz = {-ï)y'+yxx{z^y), (30) 

X -\ {y X z) = 0, (31) 

xxy = {-iyy+-^'+y+^y x x, (32) 

{x X y) X z — X X {y X z) (33) 
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et 



{dx xy) + {-lf+\x xdy)-d{xxy) = x^y- {-ly^y H x, (34) 
{dx H y) + (-l)='(a; H dy) - d{x H y) = 0. (35) 

Remarque 3 On peut penser que Pasc est de Koszul. 

On observe que les éléments de dimension nulle de Pasc forment une sous- 
opérade (de différentielle nulle) isomorphe à l'opérade Perm des digèbres com- 
mutatives. 

D'autre part, on a un morphisme quotient de Pasc dans Com muni de la 
différentielle nulle. C'est un quasi-isomorphisme car les complexes sous-jacents 
de Pasc sont les complexes simpliciaux de simplexes, de sorte que l'homologie 
est en degré avec action triviale des groupes symétriques. 

3 Opérade K 

3.1 Algèbres sur associaèdres 

Dans un article antérieur |^ , on a défini une opérade différentielle graduée K sur 
les complexes de cochaînes cellulaires des associaèdres. Cette opérade provient 
d'une opérade non-symétrique K' , qui est celle que l'on considère ici. On tra- 
vaille dans cette section avec des opérades non-symétriques. Tous les résultats 
énoncés ci-dessous pour des opérades non-symétriques peuvent être traduits en 
résultats similaires pour les opérades symétriques associées. 

3.2 Présentation par générateurs et relations 

On rappelle que K'{n) est le complexe de cochaînes cellulaires de l'associaèdre 
ou polytope de Stasheff de dimension n — 1 dont les cellules sont en bijection 
avec les arbres plans a. n A- \ feuilles. On renvoie à pour la définition de la 
composition. 

Proposition 8 L'opérade K' est engendrée par K' {{1,2}) . 

Preuve : Par récurrence sur n. Soit donc n > 3 et T un arbre dans K'{n), 
la racine en bas. On considère un sommet maximal s de T, au sens oii aucun 
sommet ne se trouve greffé au dessus de lui. 

Si s est binaire, on choisit de plus un coté, droite ou gauche, et on obtient T 
comme composé d'un arbre binaire à trois feuilles dans un arbre T' h n feuilles 
obtenu en supprimant s. 

Si s n'est pas binaire, on choisit de plus une feuille non-extrême de ce sommet, 
et on obtient T comme composé d'une corolle à trois feuilles dans un arbre T' 
à n feuilles obtenu en supprimant l'arête issue de la feuille non-extrême choisie. 

Comme T' est composé à partir d'éléments de K'{{1,2}) par hypothèse de 
récurrence, il en va de même pour T. Ceci termine la récurrence. □ 
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On a dans K' les relations suivantes 



(1 > 2) 02 (1 < 2) 


= (l<2)oi(l>2), 






(36) 


(1 > 2)02 (1 > 2) 


= (l>2)oi(l>2)- 


f (1 >2)oi 


(1<2), 


(37) 


(1 < 2) 01 (1 < 2) 


= (1<2) 02(1<2)- 


f (1<2) 02 


(1>2), 


(38) 


(l>2)o2(l|2) 


= (l|2)oi(l>2), 






(39) 


(l<2)oi(l|2) 


= (1|2) 02 (K 2), 






(40) 


(l|2)oi (1 < 2) 


-(1|2) 02(1>2), 






(41) 


(l|2)°i (1|2) 


= -(l|2)o2(l|2). 






(42) 



Proposition 9 L'opérade K' est isomorphe au quotient de l'opérade non-symé- 
trique libre sur K' {{1,2}) par l'idéal engendré par les relations ci-dessus. En 
particulier K' est une opérade quadratique binaire. 

Preuve : Soit J- l'opérade libre sur K'{{1, 2}), Rel les relations ci-dessus et 
Quot l'opérade quotient de T par l'idéal engendré par Rel. Par la proposition 
on a un morphisme surjectif d'opérades (j) de Quot — > K. La démonstration 
consiste à construire un inverse V' par récurrence. 

On a un inverse pour les arbres à 2 feuilles. Supposons donc un inverse ip 
construit jusqu'aux arbres à n feuilles. Soit T un arbre à n + 1 feuilles. Pour 
définir tp(T), on choisit un sommet maximal s, comme dans la démonstration 
de la proposition ||, et on obtient T comme composé d'un arbre t à trois feuilles 
dans un arbre T' k n feuilles. On pose alors ip{T) — ip{T') o ip{t). Comme (p est 
un morphisme d'opérades, on a (j)ip = Id. 

On montre que ne dépend pas des choix faits. On appelle secteur d'un 
arbre plan une paire de feuilles consécutives. Chaque choix possible pour 
obtenir T par composition correspond à une paire de secteurs consécutifs. Con- 
sidérons deux choix distincts. Si les paires de secteurs sont disjointes, l'axiome 
d'associativité des opérades montre l'indépendance voulue. Sinon, on utilise les 
relations (||), (|ï|) ou (||) de K'. 

Les autres relations de K' servent à choisir des représentants particuliers des 
éléments de Quot dans J-. Plus précisément, on supprime les compositions de 
la forme du coté gauche de (|3^), (^, ( ^9|) et (pÔ|). Les représentants obtenus 
peuvent s'écrire comme composition de telle façon que leur image par (j) soit une 
composition du type de celles utilisées pour définir ip. 

Ceci permet de démontrer, en utilisant le fait que 4' ne dépend pas des choix, 
que 4'4' = Id, donc ■0 est un inverse de (j) pour les arbres à n + 1 feuilles, ce qui 
termine la récurrence. □ 

La différentielle de K' est donc uniquement déterminée par le respect de la 
structure d 'opérade et les conditions suivantes : 

d{l < 2) = -d{l > 2) = (1|2), (43) 
d(l|2) = 0. (44) 

On en déduit la description suivante des K'-algehiea, qui est aussi celle des 
iC-algèbres. 
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Définition 3 Une K-algebre est la donnée d'un complexe de cochaînes V et 
d'applications >- : V i^V ^ V , < : V ®V ^ V et x -.V^V^ V[-M telles que 
pour tous X, y, z dans V, 



X > {y < z) ^ {x > y) z, 

X > [y > z) ^ {x > y) > z + {x < y) > z, 

{x ^ y) ^ z = X ^ {y ^ z) + X ^ {y >- z), 



(45) 
(46) 
(47) 
(48) 
(49) 
(50) 
(51) 



{x >- y) X z — X {y X z), 
X X {y ^ z) ~ (x X y) ^ z, 



{x <y) X z = {—l^x X {y >~ z), 
{x X y) X z = X X {y X z) 



et 



{dx -<y) + {-iy{x dy) 
{dx yy) + i-lfix y dy) 
{dx X y) + {-lf+\x X dy) 



d{x ^ y) 
d{x >- y) 
d{x X y) 







1)^2: X y, 
l)-+'x X y, 



(52) 
(53) 
(54) 



Remarque 4 La koszulité d'une version non- graduée de l'opérade K' est an- 
noncée dans Il est probable que K' est également de Koszul. 

On observe que le quotient de K' par les éléments de dimension non nulle 
forme une opérade (de différentielle nulle) isomorphe à l'opérade Dend des 
algèbres dendriformes. 

D'autre part, on a un morphisme de As muni de la différentielle nulle dans 
K' . C'est un quasi-isomorphisme, car les complexes sous-jacents à K' sont les 
complexes cellulaires des polytopes de Stasheff. 

4 Opérades duales 

On donne ici une présentation par générateurs et relations des opérades duales 
des trois opérades précédentes. On démontre aussi que l'opérade (non-symé- 
trique) duale de K' est isomorphe à l'opérade Pasc vue comme opérade non- 
symétrique. 

On obtient les relations du dual d'une opérade quadratique binaire par le 
calcul de l'orthogonal des relations de cette opérade. Plus précisément, pour 
une opérade engendrée par E = E{2), on considère, dans l'opérade libre J^e 
engendrée par E, le sous-Sa-module R de Tsi-^) engendré par les relations. On 
identifie ^£;(3) avec 



Soit E' le dual de E, tensorisé par la représentation signe de 62- On définit un 
couplage entre J-e{'^) et J-'e'{3) en prenant la somme directe de trois couplages 



E(S)E(BtE®E® t'^E ® E 



par l'application 



t'' {x ® y) 



^ (xoi y) . 
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entre E ® E et E' ® E' pour chacune des puissances de r. On prend alors 
l'orthogonal de R pour ce couplage. De même, la différentielle de l'opérade duale 
est obtenue par transposition. On renvoie à [Q pour les fondations théoriques 
de cette dualité de Koszul. 

4.1 Trigèbres 

On travaille dans ce paragraphe avec des opérades non-symétriques. L'opérade 
Trias' est la duale de Koszul de l'opérade K' des associaèdres. On note Trias 
l'opérade symétrique associée. 

L'opérade Trias' est engendrée par les éléments 1 H 2, 1 h 2 de dimension 
et 1 X 2 de dimension 1 soumis aux relations suivantes : 



(H2)oi 


(lh2) 


= (lh2) 02(H2), 


(55) 


(H2) 02 


(H2) 


= (H2) 02(1 h 2), 


(56) 


(H2)oi 


(H2) 


= (H2) 02(1 h 2), 


(57) 


(lh2)oi 


(lh2) 


= (lh2)oi(H2), 


(58) 


(lh2) 02 


(lh2) 


= (1 h 2) 01 (1 H 2), 


(59) 


(1 X 2) oi 


(lh2) 


= (lh2) 02(1x2), 


(60) 


(1 X 2) 02 


(H2) 


= (H2)oi (1 X 2), 


(61) 


(1 X 2) oi 


(H2) 


= (1x2) 02 (lh2). 


(62) 


(lh2)oi 


(1x2) 


= 0, 


(63) 


(H2) 02 


(1x2) 


= 0, 


(64) 


(1 X 2) oi 


(1x2) 


= -(1 X 2)02 (1 X 2). 


(65) 



La différentielle est uniquement déterminée par le respect de la structure 
d'opérade et les conditions suivantes : 

d(l X 2) = H 2- 1 h 2, (66) 
d{l h 2) = d{l H 2) = 0. (67) 

On en déduit la description suivante des trigèbres. 

Définition 4 Une trigèhre est la donnée d'un complexe de chaînes V , d'applications 
^■.V(^V ^V,^:V®V etx:V®V ^ V[-l] telles que 



(x\- y) -\ z 


= X h (y H z). 


(68) 


a; H (y H z) 


— X -\ {y \- z) — [x -\ y) -\ 


(69) 


(x h y) h z 


= (x H y) h z = (x h y) h z. 


(70) 


(x h y) X z 


= X h (y X z). 


(71) 


(x X y) H z 


= X X (y H z). 


(72) 


(x H y) X z 


= (-l)«xx (yhz). 


(73) 


(x X y) h z 


= 0, 


(74) 


X H (y X z) 


= 0, 


(75) 


(x X y) X z 


= X X (y X z) 


(76) 
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et 

[dx y.y) + {-lY^^{x X dy) ~ d{x X y) X -\ y ~ X \- y, (77) 

(dx hy) + {-ir{x h dy) - d{x h y) = 0, (78) 

{dx H ?/) + {-lf{x H dy) - d{x H y) = 0. (79) 

On peut donner une description globale de Trias'. Si V est une opérade 
symétrique, on note Vf, l'opérade non symétrique obtenue par oubli des actions 
des groupes symétriques. 

Proposition 10 L'opérade non- symétrique Trias' est isomorphe à l'opérade 
non- symétrique Pasc^. 

Preuve : On change de notation : les éléments ei, 62 et ei A 62 de Pasc 
deviennent les générateurs 1H2, 11-2 et 1x2 de Trias'. On vérifie sans 
difficulté que les relations qui définissent Trias sont vérifiées dans Pasc^. Il 
reste à démontrer que l'on obtient bien ainsi une présentation par générateurs 
et relations de Pasc^. On voit aisément que les trois éléments 1 H 2, 1 h 2 et 
1x2 engendrent Pasc^. Il reste à démontrer que les relations de Trias' sont 
exactement celles de Pascy. On ne détaille pas la preuve, qui est assez semblable 
à celle de la proposition m. □ 

Remarque 5 En particulier, on obtient ainsi la série génératrice de Trias. 

On observe que la sous-opérade (de différentielle nulle) formée par les éléments 
de dimension nulle de Trias est isomorphe à l'opérade Dias des digèbres. 

D'autre part, on a un morphisme de Trias dans As muni de la différentielle 
nulle. C'est un quasi-isomorphisme, comme application duale du quasi-isomor- 
phisme de As dans K. 

Si V est une opérade de Z-modules, on note V(j l'opérade d'espace vectoriels 
sur Q obtenue par extension des scalaires. 

Proposition 11 On a un isomorphisme d'opérades symétriques 

(Pasc(g) As)q ~ TriasQ . 

Preuve : On vérifie que les relations de Trias sont celles de l'opérade Pasc o As 
011 le produit o est le produit de Manin des opérades quadratiques binaires, voir 
2.2]. Par conséquent, Trias est la sous-opérade de Pasc® As engendrée par 
Pasc(2) (g) As(2). Comme on a égalité des séries génératrices, on peut en déduire 
un isomorphisme des opérades tensorisées par Q. □ 

4.2 Algèbres H 

Cette opérade est la duale de Koszul de l'opérade H sur les permutoèdres. Elle 
est engendrée par les éléments suivants : [1,2] symétrique de dimension 1, (1,2) 
et (2, 1) de dimension 0, modulo l'idéal engendré par les relations suivantes : 



(1, 2) 01 (1, 2) - r(l, 2) 01 (2, 1) + r2(2, 1) oi (2, 1), (80) 

[1, 2] 01 (1, 2) + t[1, 2] 01 (2, 1) = (1, 2) oi [1, 2], (81) 

(2, 1) 01 [1,2] =0, (82) 

[1,2] 01 [1,2]+t[1,2]oi [1,2]+t2[1,2]oi [1,2] =0, (83) 
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où T est le cycle 3 — > 2 1 ^ 3. La différentielle est uniquement déterminée 
par le respect de la structure d'opérade et les conditions suivantes : 

d([l,2]) = (l,2) + (2,l), (84) 
d((l,2))-0. (85) 

On en déduit la description suivante des Il-algèbres. 

Définition 5 Une U-algèbre est la donnée d'un complexe de chaînes V , d'appli- 
cations {■ , ■) : V ®V ^ V et [■ , ■] : V ®V ^ ^"[-1] telles que 

{x, {y,z)) = {{x,y),z) - {{x,z),y), (86) 

{[x, y],z) = i-l)y^+^[{x, z),y] + [x, (y, z)], (87) 

{x,[y,z])=0, (88) 

[x,y] = i-iry+-^'+y[y,xl (89) 

i-l)y+^^[[x,y],z] + {^iy+^y[[y,z],x] + {-ir+y^[[z,x],y] = (90) 

et 

[dx,y] + {-ir+'[x,dy]-d{[x,y]) = {x,y) + (-l)-^(y,x), (91) 

{{dx, y)) + i-in{x, dy) - d{{x, y)) = 0. (92) 

La sous-opérade (de différentielle nulle) formée par les éléments de dimension 
nulle de II est isomorphe à l'opérade Leib des algèbres de Leibniz. 

D'autre part, on a un morphisme de 11 dans Lie muni de la différentielle nulle. 
C'est un quasi-isomorpliisme, comme application duale du quasi-isomorphisme 
de Com dans H. 



Proposition 12 On a un isomorphisme (Pasc® Lie)Q ~ IIq. 

Preuve : On vérifie que les relations de 11 sont celles de l'opérade Pasco Lie 
oii le produit o est le produit de Manin des opérades quadratiques binaires, 
voir 2.2]. Par conséquent, 11 est la sous-opérade de Pasc(g)Lie engendrée par 
Pasc(2) (8)Lic(2). Comme on a égalité des séries génératrices, on peut en déduire 
un isomorphisme des opérades tensorisées par Q. □ 



4.3 Algèbres A 

Cette opérade est la duale de Koszul de l'opérade Pasc sur les simplexes. Elle a 
une saveur "espace de configurations" , voir par exemple sa série caractéristique 
supposée dans le tableau récapitulatif. Elle est engendrée par les éléments suiv- 
ants : [1,2] symétrique de dimension 1, 1^2 et 2^1 de dimension 0, modulo 
l'idéal engendré par les relations suivantes : 

t(2 ^ 1) oi (1 ^ 2) - (1 ^ 2)oi(l ^ 2) (93) 

= t(2 ^ l)oi(2 ^ 1) - T^{\ ^ 2) oi (2 ^ 1), 

[1, 2] o (1 ^ 2) - t[1, 2] o (2 ^ 1) = r2(l ^ 2) oi [1, 2], (94) 

[1, 2] oi [1, 2] + r[l, 2] oi [1, 2] + r2[l, 2] [1, 2] = 0, (95) 
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où T est le cycle 3 — > 2 1 ^ 3. La différentielle est uniquement déterminée 
par le respect de la structure d'opérade et les conditions suivantes : 

d(l ^ 2) = [1,2], (96) 
d([l,2]) = 0. (97) 

On en déduit la description suivante des A-algèbres. 



Définition 6 Une A-algèbre est la donnée d'un complexe de cochaînes V , d'appli- 
eations o : V V ^ V et [■,■]: V V ^ ^eHes que 

{x ~r\ y) ^ z — X -r^ {y ^ z) = [x ^ z) ^ y ~ X -r^ {z -r^ y)^ (98) 

[x,y] ~r\ z = {-iy-y^''[x -r^ z,y] + [x,y ^ z], (99) 

[x,y] = {-iry+'^+y[y,x], (100) 

{-l)y+^-[[x,y],z] + i~ir+'^y[[y,z],x] + (-l)-+^^[[z, a:], y] = (101) 

et 

{dx ^y) + i-lfix ^ dy) ~ d{x ^y) = (-l)^[x, y], (102) 

{[dx, y]) + {-ir+^[x, dy] - d{[x, y]) = 0. (103) 

On observe que le quotient de A par les éléments de dimension non nulle 
forme une opérade (de différentielle nulle) isomorphe à l'opérade PreLie des 
algèbres pré-Lie. 

D'autre part, on a un morphisme de l'opérade Lie (munie de la différentielle 
nulle) dans A. C'est un quasi-isomorphisme comme application duale du quasi- 
isomorphisme de Pasc dans Com. 



5 Morphismes horizontaux 

Il reste, pour compléter la description du diagramme (||), à décrire les applica- 
tions horizontales des lignes 2 et 4. Les autres morphismes horizontaux ont déjà 
été définis, voir par exemple |^ ; on peut les retrouver par restriction ou passage 
au quotient de ceux qu'on définit ci-dessous. On considère ici K et Trias comme 
des opérades avec action libre des groupes symétriques. 

On a un morphisme d'opérades de K dans II défini au niveau des algèbres 
par les formules suivantes : 

X < y -.^ X < y, (104) 
x> y := {-Ifyy <x, (105) 
X X y := X X y. (106) 



Le morphisme d'opérades de A dans K est défini au niveau des algèbres par 
les formules suivantes : 

X ■|r^ y -.^ X ^ y - {-ly-^yy y X, (107) 
[x, y]:=xxy+ {-Ify+^'+yy x x. (108) 
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Les formules suivantes définissent, au niveau des algèbres, un morphisme 
d'opérades de Trias dans Pasc : 



x-\y:=x-\y, (109) 
xhy:=(-iyyy^x, (110) 
X X y :— X X y. (lH) 



On a un morphisme d'opérades de II dans Trias défini au niveau des algèbres 
par les formules suivantes : 

{x,y) -x^y-i-lfyyhx, (112) 
[x, y]:^xxy+ {-l^v+^+Vy x x. (113) 



On vérifie alors sans difficulté que 

Proposition 13 Le diagramme ^ est formé de carrés commutatifs. 

De plus, chacune des lignes de ce diagramme est "exacte", au sens suivant : 
l'opérade de gauche est le quotient de l'opérade du milieu par l'idéal engendré 
par l'image de l'idéal d'augmentation de l'opérade de droite. 



6 Séries génératrices 

On utilise la convention suivante pour les séries génératrices d'opérades différen- 
tielles graduées : 



ff^(^'^) = EEd™^'-(^)H)'^- 

n>l k 

La série génératrice de la suspension J^V d'une opérade V vérifie 

9T.v{x,t) = -g-p{-tx,t)/t. 

Les séries génératrices des opérades qui apparaissent dans le diagramme (^ 
sont récapitulées dans le tableau ci-dessous. Celles des opérades des première, 
troisième et cinquième lignes sont bien connues. Celles des opérades Pasc, K, 
n et Trias s'obtiennent aisément en partant de la description explicite de ces 
opérades. Celle de II résulte de la koszulité de H. Enfin, celle de A s'obtient 
par inversion de celle de Pasc, sous réserve que les opérades Pasc et A soient de 
Koszul. 
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Zin : 


Dcnd : 


PreLie : 


X 






1 — x 






^ n\ 


VI (2») a;" 




n : 


: 


A : 




(l-2a;+xt)-v'l-4x+2xt+x2t2 




l+(t-l)e" 


2x(l-t) 


Ellfe=i("- «*)77r 






Com : 


As : 


Lie : 


- 1 


X 
1-X 


- ln(l - x) 


r,,! 




E(r^-l)!^ 


Pasc : 


Trias : 


n : 




ir X (l-t)x ^ 


- ln(l-x)+ln(l + (t-l)a;) 




t^l-x l+{t-l)x' 








EUi)(n-l)!H)'=f 


Pcrm : 


Dias : 


Leib : 




(l-x)'i 


X 

l-x 




^ n x" 





Dans ce tableau, 7r„^fe (resp. Cn^k) désigne le nombre de faces de dimension 
k du permutoèdre (resp. de l'associaèdre) de dimension n — 1. 
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